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ВСТУП 
Графи слугують універсальною математичною моделлю зв'язків між 

об'єктами: за їх допомогою описують соціальні мережі, транспортні та 
біологічні системи, інформаційні потоки тощо (наприклад, [1]). 

Актуальність і постановка проблеми. Спектральна теорія графів вивчає 
власні значення та власні вектори матриць, пов'язаних із графом. Вони 
відображають низку структурних характеристик, зокрема кількість компонент 
зв'язності та наявність кластерів (наприклад, [2]), і лежать в основі методів 
спектральної кластеризації даних. 

Водночас спектр не завжди визначає граф однозначно: існують 
неізоморфні графи з однаковим спектром, які називають коспектральними [3]. 
Саме це явище показує, які властивості графа можна відновити зі спектра, а які 
ні. 

У межах попереднього етапу дослідження було розроблено програмний 
web-інструмент, що перевіряв коспектральність двох графів відносно наперед 
заданих користувачем матриць (суміжності, Лапласа, Зейделя) [4]. Поза увагою 
залишалося питання, як саме обраний тип матриці впливає на спроможність 
розрізняти неізоморфні графи, а також можливість автоматичної побудови 
коспектральних пар - усі приклади на попередньому етапі бралися з літератури 
вручну. 

Мета дослідження. Метою цього етапу роботи є масштабування раніше 
створеного інструменту. А саме розширення переліку асоційованих з графом 
матриць з трьох до п’яти, створення можливості задавати граф за допомогою 
списку ребер та автоматизація побудови коспектральних неізоморфних пар за 
допомогою алгоритмічних методів переключення, що дозволяє перейти від 
перевірки окремих заздалегідь заданих прикладів до систематичного 
експериментального дослідження коспектральності на довільних графах. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Перші приклади 
неізоморфних графів з однаковим спектром з'явилися в хімічній теорії графів у 
1950–1960-х роках: у роботах Гюнхарда і Прімаса було показано, що різні 
молекулярні структури можуть мати однакові спектральні характеристики, 
тобто спектр не є «унікальним відбитком» графа. Перший приклад 
неізоморфних коспектральних дерев навели Колатц і Сіноговіц [5]. Значний 
внесок в алгоритмічний аналіз графів зробив Б. Мак-Кей, який у роботі [6] 
запропонував ефективні методи генерування та перевірки малих неізоморфних 
графів. 
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Сучасні дослідження зосереджені на побудові коспектральних пар графів 
та вивченні властивостей, які спектр не визначає. Так, у роботі [7] 
запропоновано підхід до побудови коспектральних графів відносно 
узагальненої матриці суміжності, у [2] побудовано пару коспектральних 5-
регулярних графів, один з яких має досконале парування, а інший ні, а в [1] 
спектральний аналіз поширено на унітарні графи Келі кілець верхньотрикутних 
матриць. 

Систематичний огляд цього напрямку, зокрема умов коспектральності та 
означеності графів власним спектром (DS-графів) відносно різних асоційованих 
матриць - суміжності, Лапласа, беззнакової Лапласа та нормалізованої Лапласа, 
- представлено у роботі [8], яка також узагальнює класичні конструктивні 
методи побудови коспектральних пар, зокрема переключення Зейделя та метод 
Ґодзіла-Маккея [9]. Останній, запропонований у 1982 році, дозволяє будувати 
коспектральні графи на основі лише локальної умови регулярності виділеного 
підграфа, що робить його застосовним і до нерегулярних графів загалом. Саме 
ці два конструктивні методи було обрано як основу для розширення 
програмного інструменту в межах цього етапу дослідження. 

КОРОТКИЙ ОПИС ДОСЛІДЖЕННЯ, ЙОГО МЕТОДІВ І ЗАСОБІВ 
Дослідження буде спрямоване на порівняльний аналіз роздільної 

здатності різних матричних представлень графа - тобто здатності кожної з 
матриць розрізняти неізоморфні графи. Для цього програмний інструмент (web-
додаток на основі Python-фреймворку Streamlit) було розширено у трьох 
напрямках. 

По-перше, окрім матриці суміжності A, Лапласа L та Зейделя S, що були 
розглянуті на попередньому етапі [4], реалізовано побудову беззнакової 
матриці Лапласа Q = D + A та нормалізованої матриці Лапласа 𝐿௡௢௥௠ = 

𝐷ି
భ

మ𝐿𝐷ି
భ

మ, де D - діагональна матриця степенів вершин графа. Усі п'ять матриць 
будуються автоматично з єдиного способу задання графа - списком ребер, - що 
усуває потребу готувати кожну матрицю вручну. 

По-друге, реалізовано алгоритм переключення Зейделя. Для регулярного 
графа G та довільної підмножини вершин U виконується інвертування ребер 
між U та його доповненням, якщо отриманий граф G′ лишається регулярним 
того самого степеня, він гарантовано коспектральний G відносно матриці 
суміжності. Інструмент виконує повний перебір усіх підмножин U заданого 
графа та автоматично перевіряє результат на ізоморфність вихідному графу (за 
допомогою бібліотеки networkx), виокремлюючи знайдені неізоморфні 
коспектральні (NICS) пари. 

По-третє, реалізовано метод Ґодзіла-Маккея [9]. Граф розбивається на 
підмножину U та решту вершин W, метод застосовний, якщо підграф, 

індукований на U, є регулярним, а кожна вершина з W має 0, |U| або 
|௎|

ଶ
 сусідів у 

межах U. На відміну від переключення Зейделя, цей метод не вимагає 
регулярності графа в цілому, що суттєво розширює клас графів, до яких він 
застосовний. 
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Коректність обох методів перевірено не лише з заданою в інструменті 
похибкою порівняння власних значень (10ି଼), а й додатково - точними 
символьними обчисленнями характеристичного многочлена (без похибки 
округлення), що підтвердило збереження спектра для всіх знайдених пар. 

РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕННЯ 
Нехай Γ - неорієнтований граф без кратних ребер і петель, n - кількість 

його вершин, D - діагональна матриця степенів вершин. У таблиці 1 наведено 
п'ять асоційованих з графом матриць, реалізованих в оновленому інструменті. 

 
Таблиця 1. 

Асоційовані матриці графа, реалізовані в інструменті 
Матриця Познач. Формула 

Суміжності A 𝑎௜௝

= {1, якщо ребро з вершини 𝑣௜ у 𝑣௝  0, якщо ребра немає

Лапласа L D − A 
Беззнакова Лапласа Q D + A 
Нормалізована Лапласа 𝐿௡௢௥௠ 

𝐷ି
ଵ
ଶ𝐿𝐷ି

ଵ
ଶ 

Зейделя S J − I − 2A 

(J - матриця, усі елементи якої рівні 1; I - одинична матриця.) 

Коспектральність показує межі того, що можна визначити через спектр. 
Спектр визначає деякі властивості графа (наприклад, регулярність, кількість 
вершин, суму степенів), але не визначає структуру однозначно. При цьому межі 
визначеності суттєво залежать від обраної матриці: два графи можуть бути 
некоспектральними відносно однієї матриці, але коспектральними відносно 
іншої. Показовий приклад - цикл Сସ та зірка Кଵ,ଷ. Ці графи не є 
коспектральними відносно матриці суміжності A, однак мають ідентичний 
спектр {0, 1, 1, 2} відносно нормалізованої матриці Лапласа 𝐿௡௢௥௠ (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Перевірка коспектральності графів Сସ та Кଵ,ଷ відносно нормалізованої 

матриці Лапласа в інструменті 
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Приклад 1 (переключення Зейделя). Розглянемо лінійний граф повного 
графа Кସ,ସ - 6-регулярний граф на 16 вершинах. Застосування до нього 
переключення Зейделя дає 138 підмножин U, для яких отриманий граф 
лишається 6-регулярним, з них 120 виявляються неізоморфними вихідному 
графу (NICS-пари), а 18 - ізоморфними. Серед знайдених NICS-пар - граф 
Шрикханде, відомий в літературі як сильно регулярний граф, коспектральний 
до лінійного графа Кସ,ସ (рис. 2). 

 
Рис. 2. Результат пошуку пар методом переключення Зейделя для лінійного 

графа Кସ,ସ 
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Приклад 2 (метод Ґодзіла-Маккея). На нерегулярному графі з 10 
вершин (степені вершин від 1 до 5) інструмент знайшов 46 підмножин U, що 
задовольняють умови методу. З них рівно одна дає неізоморфну коспектральну 
пару (рис. 3). Цей результат демонструє застосовність методу саме до 
нерегулярних графів, на відміну від переключення Зейделя. 

 

 
Рис. 3. Результат пошуку пари методом Ґодзіла-Маккея для нерегулярного 

графа на 10 вершинах 

ВИСНОВКИ 
У межах цього етапу дослідження програмний інструмент для 

спектрального аналізу графів було розширено: підтримку отримали п'ять 
асоційованих матриць графа (матриці суміжності, матриці Лапласа, беззнакової 
матриці Лапласа, нормалізованої матриці Лапласа, матриці Зейделя), 
реалізовано побудову графа за списком ребер, а також два алгоритмічні методи 
автоматичної побудови коспектральних неізоморфних пар - переключення 
Зейделя та метод Ґодзіла-Маккея. 

Проведені експерименти підтвердили, що здатність розрізняти 
неізоморфні графи залежить від обраної матриці. Графи, що не є 
коспектральними відносно матриці суміжності, можуть виявитися 
коспектральними відносно нормалізованої матриці Лапласа. Це свідчить про 
доцільність подальшого порівняльного аналізу роздільної здатності різних 
матричних представлень графа. 

Коректність реалізованих методів підтверджено як на класичному 
прикладі з літератури (граф Шрикханде як результат переключення Зейделя 
лінійного графа Кସ,ସ), так і точними символьними обчисленнями 
характеристичного многочлена. 
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Подальший розвиток дослідження передбачає систематичний 
порівняльний аналіз роздільної здатності розглянутих матричних представлень 
на великих вибірках графів, а також перехід до завдання спектральної 
кластеризації даних - побудови графів подібності, обчислення власних векторів 
відповідного Лапласіана та автоматичного розподілу об'єктів на кластери. 
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